
第 11期
2022年11月

电 子 学 报
ACTA ELECTRONICA SINICA

Vol. 50 No.11
Nov. 2022

两类厄米特对偶包含的BCH码及其应用
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摘 要： Bose-Chaudhuri-Hocquenghem(BCH)码是一类重要的经典纠错码，可以纠正多个错误且具有高效的编码

和译码方法，满足一定结构关系的BCH码可以构造量子纠错码 .本文研究了有限域上两类BCH码，基于分圆陪集的结

构性质，给出了这两类BCH码满足厄米特对偶包含的条件，通过确定每个分圆陪集所含元素个数，计算出了这两类厄

米特对偶包含的BCH码的维数，并利用厄米特构造法，由这两类厄米特对偶包含的BCH码得到了一些参数较好的量

子纠错码 .
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Two Classes of Hermitian Dual-Containing BCH Codes and
Their Applications
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Abstract： Bose-Chaudhuri-Hocquenghem(BCH) codes are an important class of classical error-correcting codes,
which can correct multiple errors and have efficient coding and decoding methods. BCH codes with certain conditions can
be used to construct quantum error-correcting codes. In this paper, we study two classes of BCH codes over finite fields.
Based on the structural properties of cyclotomic cosets, we give the conditions for these two classes of BCH codes to be
Hermitian dual-containing codes. Then we determine the number of elements contained in each cyclotomic coset, and calcu⁃
late the dimensions of these two classes of Hermitian dual-containing BCH codes. Furthermore, some quantum error-cor⁃
recting codes with good parameters are obtained from two classes of Hermitian dual-containing BCH codes by Hermitian
construction.
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1 引言

经典纠错码是传统通信的重要保障，同样地，量子

纠错码是实现量子通信必要条件之一 . 1997年，Calde‑
rbank，Rains，Shor，Sloane［1］给出了量子纠错码理论的

数学形式，建立了量子纠错码和经典纠错码之间的联

系 . 2001年，Ashikhmin等人［2］给出了由有限域 F
p2m 上

厄米特自正交码构造 pm 元量子纠错码的一般方法，即

厄米特构造法 . 2007年，Aly等人［3，4］由满足厄米特对偶

包含条件的本原和非本原狭义的BCH码构造了量子纠

错码 . 2009年，Guardia等人［5］利用非狭义的 BCH码构

造了量子纠错码，其参数相较于狭义的BCH码构造的

量子纠错码更好 .
2018年，Zhang等人［6］ 研究了码长为 r

q2m - 1

q2 - 1
的

BCH码，由此构造了一类参数较好的量子纠错码，其中

|r (q2 - 1). Kai等人［7］研究了码长为
q2m - 1

2
的负循环

BCH码并由此构造了一些新的量子纠错码 . 2019年，

Wang等人［8］用码长为 2(q4 - 1)的BCH码构造了量子纠
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错码 . 2020年，Li等人［9］利用码长为
q2m - 1
α

的BCH码构

造量子纠错码，其中 α ³ 2. 最近，Zhang等人［10］研究长

为 r(q2 - 1)的BCH码并由此构造了的量子纠错码，其中

ordn (q2 )= 4. 此外，还有许多学者利用各种码长的BCH
码构造了很多参数优良的量子纠错码［11~16］.

本文研究了有限域 F
q2 上码长为 n = λ(q + 1)(q2 + 1)

（λ | (q - 1) 或 λ | (q4 + 1)）和 n = λ(q - 1)(q2 + 1)（λ | (q + 1) 或

λ | (q4 + 1)）的两类BCH码，其中 q是奇素数幂；给出了这

两类BCH码是厄米特对偶包含码的条件，并由这两类

厄米特对偶包含的BCH码构造了一些量子纠错码；与

文献［4，7，10］中量子纠错码比较，本文构造的量子纠错码

的参数更好一些 .
2 预备知识

设F
q2 是包含q2个元素的有限域，其中q是素数幂 .

对任意正整数n，用F n
q2 表示有限域F

q2 上n维向量空间 .
F n

q2 的任意一个 k维线性子空间C称作码长为 n，维数为

k 的 q2 元线性码，C 中的向量称为码字 . 若对线性码 C

中任意码字 (c1 c2 cn )都有 (cn c1 cn - 1 )ÎC，则称

C是循环码 . 若C中任意码字 (c1 c2 cn )等同于它的

多项式表示 c1 + c2 x + + cn xn - 1，则 C 是长为 n 的 q2 元

循环码等价于C是主理想环Rn = F
q2 [x] (xn - 1)的理想 .

因此，存在 g(x)Î F
q2 [x]满足 g(x) | (xn - 1)，使得循环码

C = g(x) ，C的维数为 k = n - deg(g(x)).
设m是 q2 模 n的乘法阶，记m = ordn (q2 )，ξ为在F

q2m

上的 n 次本原单位根，则 xn - 1 =∏
i = 0

n - 1

(x - ξ i ). 记 Ω =

{01n - 1}，对 "iÎΩ，q2 模 n 含 i 的分圆陪集 Ci =

{iiq2 i(q2 )2 i(q2 )l - 1 }，其中 l 是使 i(q2 )l ºi mod n 成立

的最小正整数 .
设 C = g(x) 是有限域 F

q2 上长为 n的循环码，称

Z ={i | g(ξ i ) = 0}是码C的定义集 . 易知，Z是一些 q2 模 n

的分圆陪集的并 . 若循环码 C 的定义集为 Z = ∪
i = b

b + δ - 2

Ci，

则称C是设计距离为 δ的BCH码 . 特别地，当 b = 1时为

狭义的BCH码，否则，为非狭义的BCH码 .
引理 1［17］ （BCH界）设C是有限域F

q2 上设计距离

为 δ的BCH码，则C的最小距离d ³ δ.
有限域F

q2 上长为 n的线性码C的厄米特对偶码为

C
^ H ={xÎ F n

q2： xy
H
= 0"yÎC}，其 中 ， xy

H
=

∑
i = 1

n

xi yq
i . 下面我们给出有限域F

q2 上循环码是厄米特对

偶包含码的一个充要条件 .
引理 2［4］ 设 C 是在 F

q2 上的循环码且定义集为

Z ，C
^ H Í C 当 且 仅 当 Z  Z -q = Æ ，其 中 Z -q =

{-qz(mod n) | zÎ Z }.
通过下面引理中给出的厄米特构造法，利用厄米

特对偶包含码可以构造量子纠错码 .
引理 3［4］ 假设 C 是一个 [ nkd ]

q2 的线性码且

C
^ H ÍC，则存在一个[[n2k - n ³ d]]q的量子纠错码 .

3 两类厄米特对偶包含的BCH码的构造

设 q 是奇素数幂，r = λ(q2 + 1) 2，下面分码长为 n =

λ(q + 1)(q2 + 1)和n = λ(q - 1)(q2 + 1)两种情况进行讨论 .
情况1 码长为码长为 n = λ(q + 1)(q2 + 1)的的BCH码码

引理4 设 Z = ∪
i = 0

δ - 2

Cr + i，当 2 £ δ £
q2 + 1

2
+ 1 时，

Z Z -q =Æ.
证明 假设 Z Z -q ¹Æ，则存在 f 和 h，使得 (r +

h)q2l º -q(r + f )mod n，其中 0 £ fh £ δ - 2，且 0 £ l £ 3. 设
f=h=0，则rq2lº-qr mod nÞr(q2l-1+1)º0modnÞ |2(q+1)

q2l - 1 + 1，矛盾 .
（1） 当 l = 0 时，(r + h)º -q(r + f )mod nÛ r(q + 1) +

qf + h º 0modnÛ λ(q + 1) (q2 + 1) 2 + qf + h º 0modλ(q + 1)

(q2 + 1)Þ 2qf + 2h º 0modλ(q + 1)(q2 + 1).

由于 0 < 2 £ 2qf+ 2h £ 2(q+ 1) f£ 2(q+ 1) × ((q2 + 1) 2 -

1)< n，矛盾 .
（2） 当 l = 1 时，(r + h)q2 º -q(r + f )mod nÛ r(q +1)+

qh + f º 0modn.类似 l = 0可推出矛盾 .
（3） 当 l = 2 时，易知 λq4 º λmod n，rq2 º r mod n.

(r + h)q4 º -q(r + f )mod nÛ r(q3 + 1) + q3h + f º 0modn

Û r(q + 1) + q3h + f º 0modnÞ 2q3h + 2f º 0modλ(q + 1)

(q2 + 1)Þ 2λq4h + 2λfq º 0modλ(q + 1)(q2 + 1)Þ 2λh +
2λfq º 0modλ(q + 1)(q2 + 1)Þ 2h + 2fq º 0mod(q + 1)(q2 + 1).

由于 0 < 2 £ 2qf+ 2h £ 2(q+ 1) f£ 2(q+ 1) × ((q2 + 1) 2 -

1)<(q+ 1)(q2 + 1)，矛盾 .
（4）当 l = 3时，(r + h)q6 º -q(r + f )mod nÛ r(q5 + 1)+

hq5 + f º 0modnÛ r(q + 1)+ hq5 + f º 0modnÞ 2r(q + 1) +
2hq5 + 2f º 0modnÞ 2hq5 + 2f º 0modλ(q + 1)(q2 + 1)

Þ 2λhq5 + 2λf º 0modλ(q + 1)(q2 + 1)Þ 2λhq + 2λf º 0mod

λ(q + 1)(q2 + 1)Þ 2hq + 2f º 0mod(q + 1)(q2 + 1).
由于 0 < 2 £ 2qh + 2f£ 2(q+ 1) f£ 2(q+ 1) × ((q2 + 1) 2 -

1)<(q+ 1)(q2 + 1)，矛盾 .
引 理 5 设 gcd(λ

q- 1
2

)= k，当 0£ i£
q2+ 1

2
- 1，

则有
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|Cr + i | =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

1 i = 0；

2
|
|
||||λ

k
2i且i ¹ 0；

3其他.

证明 由于 ordn (q2 )= 4，则 |
||| Cr + i 4，q2 模 n分圆陪

集只能含1个、2个或4个元素 .
（1）设 d1 = gcd(q2 - 1n)，即 d1 = 2(q + 1)k . Cr + i

只 有 一 个 元 素 当 且 仅 当 (r + i)q2 º (r + i)mod n Û

(r+ i)
(q2- 1)

d1

º 0mod
n
d1

Û
|

|

|
||
|
|
|n

d1

(r+ i)
(q2- 1)

d1

Û
|

|

|
||
|
|
|n

d1

(r+ i)

Û
|

|
|
||
|λ(q + 1)(q2 + 1)

2(q + 1)k
(r + i)Û

|

|
|
||
|λ(q2 + 1)

2k
(r + i)

|

|
|
||
|

Û
λ(q2 + 1)

2k
i.

当0 £ i £
q2 + 1

2
- 1时，| Cr + i | = 1Û i = 0.

（2）设 i¹ 0，d2= gcd(
q4- 1

2
n)，即d2=(q+ 1)×(q2+ 1)k.

Cr + i 有 两 个 元 素 当 且 仅 当 (r + i)q4 º(r+i)mod nÛ(r+

i)
(q4-1)

d2

º0mod
n
d2

Û
|

|

|
||
|
|
|n

d2

(r + i)
(q4 - 1)

d2

Û
|

|

|
||
|
|
|n

d2

2(r + i)

(q4-1)
2d2

Û
|

|

|
||
|
|
|n

d2

2(r+ i)Û
|

|

|
||
|
|
|λ(q+1)(q2+1)

(q+1)(q2+1)k
2(r+ i)Û

|
|
||||λ

k
2(r+ i)

Û
|
|
||||λ

k
2i.

当0 < i £
q2 + 1

2
- 1时，| Cr + i | = 2Û

|
|
||||λ

k
2i且 i ¹ 0.

引理 6 当 2 £ δ £
q2 + 1

2
+ 1时，分圆陪集Cr，Cr + 1，

，Cr + δ - 2互不相交 .
证明 由引理 5，Cr={r}与其他分圆陪集不相交 .

不妨设 f> h，其中1 £ fh £ δ - 2. 下证Cr+ f和Cr+ h不相交 .
（1） 如果 r + f º r + h mod n，则 n | f - h. 由于 0 <f -

h £ δ - 2 - 1 £ (q2 + 1) 2 - 1 - 1 < n，矛盾 .
（2）如果 r + f º (r + h)q2 mod n，则

r + f º (r + h)q2 mod nÛ r(q2 - 1) + q2h - f º 0modλ(q + 1)

(q2 + 1)Û q2h - f º 0modλ(q + 1)(q2 + 1)Û h(q2 + 1) - h -

f º 0modλ(q + 1)(q2 + 1)Þ h + f º 0mod(q2 + 1).
由于0 < 2 £ h + f< 2f£ 2((q2 + 1) 2 - 1)< q2 + 1矛盾 .
（3）如果 r + f º (r + h)q4 mod n，则

r + f º (r + h)q4 mod nÛ q4h - f º 0modλ(q + 1)(q2 + 1)

Û h(q4 - 1)+ h - f º 0modλ(q + 1)(q2 + 1)Þ f - h º 0mod(q +

1)(q2 + 1).
由于 0< f- h< δ- 2- 1£ (q2+ 1) 2 - 1- 1<(q+ 1)(q2+

1)，矛盾 .
（4） 如 果 r + f º (r + h)q6 mod n， 则 r + f º (r +

h)q6 mod nÛ q6h - f º 0modλ(q + 1)(q2 + 1)Þ λhq2 - λf º 0

mod λ(q + 1)(q2 + 1) Þ hq2 - f º 0mod(q + 1)(q2 + 1) Þ f +

h º 0mod(q2 + 1).

由于0 < 2 £ h + f< 2f£ 2((q2 + 1) 2 - 1)< q2 + 1矛盾 .
定理 1 当 2 £ δ £

q2 + 1
2

+ 1时，可得以下三类量子

纠错码：

（1） 如果 λ = 4，gcd(λ
q - 1

2
)= 1，则存在参数为

[[n，n -8δ + 4⌊( δ -2) 2」 + 14，≥ δ]]q的量子纠错码 .
（2）如果 |λ (q4 + 1)，则存在参数为[[nn - 8δ + 14 ³

δ]]q的量子纠错码 .
（3）如果 |λ (q- 1)，则存在参数为[[nn- 4δ+ 6³ δ]]q

的量子纠错码 .
证明 设有限域F

q2 上长为 n的循环码C的定义集

为 Z = ∪
i = 0

δ - 2

Cr + i . 当 2 £ δ £ (q2 + 1) 2 + 1 时，即 0 £ i £

(q2 + 1) 2 - 1.
（1）如果 λ = 4，gcd(λ

q - 1
2

)= 1，由引理5，可得

| Z | = 1 + 2 ë û(δ - 2) 2 + 4(δ - 1 - 1 - ë û(δ - 2) 2 )

= 4δ - 2 ë û(δ - 2) 2 - 7.
因此，码C是参数为[nn- 4δ+ 2 ë û(δ- 2) 2 + 7 ]³ δ

q2

的BCH码 . 由引理3，存在参数为[[nn-8δ+4× ë û(δ-2) 2 +

14 ³ δ]]q的量子纠错码 .
（2） 如 果 |λ q4 + 1，由 引 理 5，| Z | = 1 + 4(δ - 2)

= 4δ-7. 因此，码 C是参数为[ nn - 4δ + 7 ³ δ ]
q2 的BCH

码，由引理 3，存在参数为[[nn - 8δ + 14 ³ δ]]q的量子纠

错码 .
（3） 如果 |λ q- 1，由引理 5，| Z | = 1+ 2(δ- 2)=2δ-3.

因此，码C是参数为[ nn - 2δ + 3 ³ δ ]
q2 的BCH码，由引

理3，存在参数为[[nn - 4δ + 6 ³ δ]]q的量子纠错码 .
情况2 码长为码长为 n = λ(q - 1)(q2 + 1)的的BCH码码

设 T ={(λq)：λ | (q + 1)或λ | (q4 + 1) q ³ 5}，T1 ={(λq)：

λ = 4q º 1mod4}. 类似码长为 n = λ(q + 1)(q2+1) 的情况，

可证明如下结论：

引理 7 设 Z = ∪
i = 0

δ - 2

Cr + i，当 (λq)Î T1，2 £ δ £
q2 + 1

2
+

1，或 (λq)Î T\T1，2 £ δ £ q + 1时，Z Z -q =Æ.
引理8 设gcd(λ

q + 1
2

)= k，当0 £ i £
q2 + 1

2
- 1时，

则
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|Cr + i | =
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

1 i = 0；

2
|
|
||||λ

k
2i且i ¹ 0；

3其他.

引理9 当(λq)ÎT1，2£ i£
q2+1

2
+1，或(λq)ÎT\T1，

2 £ δ £ q + 1时，分圆陪集Cr，Cr + 1，，Cr + δ - 2互不相交 .
定理2 当 λqδ满足如下条件时，可得以下三类量

子纠错码：

（1） 当 (λq)Î T1，2 £ δ £ (q2 + 1) 2 + 1 时，存在参数

为[[nn - 8δ + 4⌊(δ - 2) 2」 + 14 ³ δ]]q的量子纠错码 .
（2）当 |λ (q4 + 1)，2 £ δ £ q + 1时，存在参数为[[nn -

8δ + 14 ³ δ]]q的量子纠错码 .
（3）当 |λ (q + 1)，2 £ δ £ q + 1时，存在参数为[[nn -

4δ + 6 ³ δ]]q的量子纠错码 .
4 比较

下面将本文构造的量子纠错码与文献［4，7，10］中

的量子纠错码进行比较，如表 1、表 2所示 . 在码长 n和

设 计 距 离 δ 相 同 时 ，文 献［4］构 造 了 维 数 为 n -

8 é ù(δ - 1)(1 - 1 q2 ) 的量子纠错码，文献［7］构造了维数

为 n - 4δ的量子纠错码，本文构造了维数为 n - 8δ +

4 ë û(δ - 2) 2 + 14 和 n - 8δ + 14 的量子纠错码，易知本文

的维数更大 .
本文构造了参数为[[nn - 4δ + 6 ³ δ]]q 的量子纠错

码，其中 2 £ δ £ (q2 + 1) 2 + 1，文献［10］构造了相同参数

的量子纠错码，其中 2 £ δ £ q + 1. 例如，当 q = 5，r = 13，

λ = 2时，即 n = 312时，本文和文献［10］都构造了参数为

[[312312 - 4δ + 6 ³ δ]]q 的量子纠错码，而文献［10］中

的设计距离 2 £ δ £ 6，本文中的设计距离 2 £ δ £ 14. 显
然，我们的设计距离的范围更大，可以得到更多的量子

纠错码 .

5 总结

本文构造了有限域上 F
q2 两类厄米特对偶包含的

BCH码，并利用这两类BCH码构造了一些新的量子纠

错码 . 在码长和设计距离相同时，本文所构造的量子纠

错码比已知量子纠错码具有更大的维数 .
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